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論 文 要 旨 
1. 序． 
 「与えられたコンパクト Kähler 多様体に標準的な Kähler 計量が存在するか？」という問題は，複
素幾何学の中心的な問題の１つである． Riemann 面の一意化定理以後，この問題に関する最初の結果
は 1970 年代の Aubin と Yau による．彼らは第一 Chern 類がゼロまたは負のコンパクト Kähler 多様体
は Kähler Einstein 計量（以下，KE 計量）を許容することを証明した．第一 Chern 類が正のコンパク
ト Kähler 多様体は Fano 多様体と呼ばれる．一般に Fano 多様体は KE 計量を許容しない．実際，1980
年代 Futaki はある積分不変量を導入し，その不変量の消滅が Fano 多様体に KE 計量が存在するため
の必要条件であることを証明した．現在，その積分不変量は Futaki 不変量と呼ばれている．Futaki 不
変量の消滅は一般にその十分条件ではない． 
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 Fano 多様体の KE 計量の存在性を導くために，解析的判定法と代数的判定法が発展した．解析的判
定法では，Kähler 計量全体の空間で定義されるエネルギー汎関数で KE 計量をその臨界点として持つ
ものが重要な役割を果たす．Ding 汎関数と Mabuchi 汎関数がそのような汎関数として良く知られてい
る．1990 年代，Tian は KE 計量の存在性と Ding 汎関数の固有性との同値性を証明した．その後，KE
計量の存在性，Ding 汎関数の固有性及び Mabuchi 汎関数の固有性らの同値性が確立された．一方，代
数的判定法では，モジュライ理論特に幾何学的不変式論の文脈で定義される，K-安定性が重要な役割を
果たす．K-安定性は 1990 年代に Tian により Futaki 不変量の障害の一般化として導入され，その後
Donaldson により一般の偏極代数多様体に対して幾何学的不変式論の文脈で再定式化された．2010 年
代，Chen-Donaldson-Sun は KE 計量の存在性と K-安定性との同値性を証明した． 
 
2. 本博士論文での研究結果：一般化された Kähler Einstein計量. 
 2000 年代，Mabuchi は Futaki 不変量が消滅しない Fano 多様体に対し，KE 計量の拡張を導入した．
我々はこれを一般化された Kähler Einstein 計量（以下，GKE 計量）と呼ぶことにする．最近，Yao
は GKE 計量が 2010 年代の Donaldson による Fano 多様体の幾何学的不変式論の文脈で自然に現れる
ことを見出した．これは GKE 計量の研究への新たな興味をもたらした． 
 
2.1. Ricci Calabi汎関数のヘッシアン． 
 本博士論文の第一の研究結果は，Yaoの結果の発展である．Donaldsonによる幾何学的不変式論では，
Fano 多様体のモジュライ空間上の対応するモーメント写像のノルムは Kähler 計量の空間のある汎関
数となる．これを Ricci Calabi 汎関数と呼ぶことにする．Yao は Ricci Calabi 汎関数の臨界点が GKE
計量と一致することを見出した．我々はさらに以下を証明した． 
 
定理１ Ricci Calabi 汎関数の GKE 計量でのヘッシアンは非負である． 
 
 この定理１の応用として，Mabuchi により証明されていた GKE 計量を許容する Fano 多様体に関す
る正則ベクトル場の分解定理の別証明を与えた．この分解定理は，松島の分解定理「KE 計量を許容す
る Fano 多様体の正則自己同型群は簡約群である」を含んでおり，GKE 計量が存在するための障害の１
つである．Mabuchi の証明は Futaki-Mabuchi による端的 Kähler ベクトル場の理論に依存している．
我々の別証明ではRicci Calabi汎関数の第一変分から自然に定義される線形作用素を用いた線形代数的
議論によるもので，シンプルである． 
 また，定理１は最近 Collins-Hisamoto-Takahashi により導入された Inverse Monge-Ampère flow と
呼ばれる Kähler 計量の時間発展方程式と関係している．彼らは任意の初期計量に対しその flow が時間
大域解を持つことを証明した．また flow の自己相似解は GKE 計量であり，Ricci Calabi 汎関数は flow
に沿って単調減少することが確かめられる．したがって，定理１は，GKE 計量を許容する Fano 多様体
において任意の初期計量からの flow が何らかの意味で GKE 計量に収束することを示唆しており，この
flow の収束性研究への応用が期待できる． 
 
2.2. トーリック Fano多様体の GKE計量と一様安定性． 
 偏極代数多様体が同次元の代数トーラスを開かつ稠密に含むとき，トーリックであると呼ばれる．ト
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ーリック多様体の実トーラス作用から決まるモーメント写像の像は Euclid 空間の凸多面体になる．ト
ーリック多様体の様々な幾何構造はその凸多面体上の凸解析的・組み合わせ論的情報に簡約される．Yao
はトーリック Fano 多様体が GKE 計量を許容するための必要十分条件を，凸多面体上のあるアファイ
ン関数の正値性で特徴付けた．このアファイン関数を Ricci アファイン関数と呼ぶことにする．Yao の
特徴付けはトーリックの性質に依存しており，一般の Fano 多様体への拡張は不可能である．本博士論
文の第二の研究結果は，トーリック Fano 多様体が GKE 計量を許容するための必要十分条件を，より
一般的な枠組みである解析的判定法及び代数的判定法の視点から与えたことである． 
 
定理２ トーリック Fano 多様体が実トーラス不変 GKE 計量を一意的に許容するための必要十分条件
は，一様相対 Ding 安定であること．また，modified Ding 汎関数が固有であることとも同値． 
 
 一様相対 Ding 安定性は我々が新たに導入した安定性で，Yao により計算されていた Futaki 型の不変
量(相対 Ding-Futaki 不変量)と Szekelyhidi の一様 K-安定性のアイデアに基づく(我々の論文を arXiv
で発表した後，Yao は自身の論文を更新し同様の安定性を独立に導入している)．この安定性は相対
Ding-Futaki 不変量を別の不変量で下から評価する形で定義される．下からの評価に用いる不変量は，
現時点ではトーリックの性質に依存しており，一般の Fano 多様体への拡張には至っていない．今後の
興味深い問題の１つである．一方，modified Ding 汎関数は GKE 計量をその臨界点として特徴付ける
ケーラー計量の空間の汎関数である．この汎関数及びその固有性は一般の Fano 多様体で定義できる．
定理２は，一般的な枠組みによる特徴付けゆえに同様の主張がトーリックとは限らない場合にも確立さ
れると期待でき，意義ある結果だと思われる． 
 
2.3. トーリック Fano多様体の相対 Ding安定性とmodified Ding汎関数． 
 Yao は(更新した論文中で)，凸多面体上で Ricci アファイン関数が半正値を取るトーリック Fano 多様
体を相対 Ding 安定であると呼んだ．定理２の視点から，この安定性条件の汎関数的解釈を求めること
は自然な問いである．本博士論文の第三の研究結果はその問いに答えたものである． 
 
定理３ トーリック Fano 多様体の相対 Ding 安定性は modified Ding 汎関数の振る舞いで特徴づけが
可能である． 
 
 この振る舞い方は固有性よりも弱く，さらには有界性よりも弱い．また，この振る舞い方は，任意の
ケーラー多様体の任意の汎関数に対し拡張できる(次節参照)． 
 定理３は最近のNitta-Saito-Yotsutani の研究と関係している．彼らは，４次元以下のトーリックFano
多様体において，相対 Ding 安定性は一様相対 Ding 安定性を導くことを確かめた(逆は定義より自明)．
彼らの方法は計算機を用いて Ricci アファイン関数の最小値を計算するというものである．定理３は
modified Ding 汎関数の振る舞いを通して彼らの観察に厳密な証明を与えることが期待できるという点
で意義ある結果だと思われる．また，彼らの観察が一般次元で成立するかどうかという問いも興味深い
が，定理２・定理３の汎関数の振る舞いを比較するとやや否定的であると思われる．いずれにしても，
その証明または反証の際に定理３は有用であると思われる． 
 定理２の視点から，相対 Ding 安定性に対応するトーリック Fano 多様体の標準計量は何かという問
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いも自然であり，かつ興味深い．特異性をもつ Kähler 計量が対応すると容易に分かるが，どのような
特異性かは明らかでない．この問題に対して定理３は有用であると思われる． 
 
2.4. Ding汎関数・Mabuchi汎関数の擬有界性． 
 定理３の汎関数の振る舞い方は任意のケーラー多様体の任意の汎関数に対し拡張できる．またこの振
る舞い方は(筆者の知る限り)今まで観測されたことはない．我々はこれを汎関数の下からの擬有界性と
呼ぶことにする．本博士論文の第四の研究結果は，KE 計量を臨界点とする Ding 汎関数・Mabuchi 汎
関数の擬有界性についてである． 
 
定理４ Fano 多様体の Ding 汎関数が下に擬有界ならば，それは下に有界である．Mabuchi 汎関数で
も同様． 
 
 擬有界性はアプリオリには有界性よりも弱い条件であることに注意せよ．証明には Chi Li の K-半安
定 Fano 多様体の特徴づけを用いる．特に，Conical Kähler Einstein 計量を許容する Fano 多様体のモ
ジュライ空間に関するある種のコンパクト性定理が根底にある． 
 ケーラー幾何学では様々な標準的幾何構造に付随するエネルギー汎関数を考えることがしばしばあ
る．どのようなケースでエネルギー汎関数の擬有界性(適切に定式化した上で)と有界性が同値になるの
かという問いは興味深い．例えば，トーリック Fano 多様体の modified Ding 汎関数についてはどうか？
この場合は上述した Nitta-Saito-Yotsutani の結果と関係深いと思われる． 
 
3. 本博士論文での研究結果：対数的 Chow安定性． 
 因子の上で Coninal 特異性を持つ Kähler 計量を Conical Kähler 計量と呼ぶ．Chen-Donaldson-Sun
は Conical Kähler 計量を有効に用い，KE 計量の存在問題を解決した．それ以後 Conical Kähler 計量
の重要性とその研究興味が高まっている．Conical KE 計量(より一般にスカラー曲率一定 conical 
Kähler 計量)の存在性は，複素多様体とその因子の組の何らかの代数的安定性と同値であると予想され
ている．したがって種々の代数的安定性の比較や，それらと Conical KE 計量の存在性との比較は重要
な問題である． 
 1970 年代，Mumford は射影代数多様体のモジュライ空間を構成するために Chow(半)安定性を定義
した．2010 年代，J. Li-X. Wang や X. Wang-C. Xu により射影代数多様体とその因子の組に対し
Chow(半)安定性は拡張された．この安定性は対数的 Chow(半)安定性と呼ばれる．  
 
3.1. 偏極トーリック多様体とその因子に関する対数的 Chow半安定性． 
 偏極トーリック多様体の代数トーラスの作用で不変な因子をトーリック因子と呼ぶ．トーリック因子
の情報は凸多面体の面(face)の凸解析的・組み合わせ論的情報に簡約される．本博士論文の第五の研究
結果は以下の通りである． 
 
定理５ 偏極トーリック多様体とそのトーリック因子の組が対数的Chow半安定であるための必要条件
を凸多面体とその面のある組み合わせ論的量に関する不等式で書き下した． 
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  定理５の応用として，(漸近的)対数的 Chow 半安定性は対数的 K-半安定性を導くことを証明できる． 
 2010 年代，Ono-Sano-Yotsutani は KE 計量を許容するが(漸近的)Chow 安定でない７次元トーリッ
ク Fano 多様体を見つけた．定理５を用いて同様の現象が２次元の場合でさえ起きることがわかった．
つまり，Conical KE 計量を許容するが対数的 Chow 安定でないトーリック曲面とそのトーリック因子
を見つけた．これは Futaki 型の不変量が障害として現れていると考えられる．その不変量はトーリッ
クとは限らない一般の場合にも積分不変量として表すことができる．トーリックでない場合にも低次元
の例で同様の現象が起きるのかは興味深い問題だと思われる． 
別 紙 
 
論文審査の結果の要旨 
 
 標準計量の存在と一意性は複素多様体論における基本問題の一つである。 
 
 1950 年代に Calabi は標準計量として Kähler-Einstein 計量を提起し、1970 年代に Aubin, Yau は
第 1 陳類が負または零の場合にその存在を示した。 しかし、第 1 陳類が正の場合は一般には 
Kähler-Einstein 計量は存在せず、いかなる時に存在するかが問題となった。 
 
 正則ベクトル場に対する不変量である二木不変量は Kähler-Einstein 計量の存在に対する障害
になっており、それが消えない場合は Kähler-Einstein 計量は存在しない。 2000 年代に満渕は
二木不変量が消えない場合に、Kähler-Einstein 計量に置き換わるべき標準計量として、一般化さ
れた Kähler-Einstein 計量の概念を導入した。 
 
 2010 年代には Chen-Donaldson-Sun, Tian が Kähler-Einstein 計量の存在と代数幾何学的な安定性
が同値で有ることを示して解決したが、二木不変量が消えない場合は依然として問題は解かれ
ていない。 
 
 2017 年に Yao が満渕の一般化された Kähler-Einstein 計量が幾何学的安定性と関係する事を見
出し、トーリック多様体の場合は、その存在が完全にトーリック幾何学的に判定出来る事を示
した。 Yao の結果はトーリック幾何学に基づいており、そのままでは、一般の Kähler 多様体
に拡張する事は難しい。 
 
 中村は、Yao の結果を汎関数の固有性として捉える解析的安定性とも同値である事を示した。 
これは、一般化された Kähler-Einstein 計量の存在問題の解決への意義深い示唆となっており、
高く評価される。 
 中村は、安定性を弱めた形での同値性も示した。 また、汎関数の停留点での様子を調べ、
既知の障害に対して新しい視点を与えた。 
 
 この結果は彼が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示し
ている。したがって、中村聡提出の博士論文は、博士(理学) の学位論文として合格と認める。 
